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基于小波的图像插值方法

郝鹏威 朱重光
�中国科学院遥感应用研究所 北京 �������

摘 要 本文在分析已有插值基函数和小波函数
、

小波变换的基础 仁提出一种应用小波作为插值基函数进

行图像插值的方法
，

给出了该方法在一般图像插值方面和在多幅图像的信息揉合和累积方面的应用
，

并分析

了 一般图像插值方法在图像之间存在辐照度差异时的可行性和在同名点之间存在相对空间信息差异时的操

作方法
。

最后
，

采用 �幅 ������多角度遥感图像对本文所述方法进行了验证
。

实验表明
，

本文所述方法是

可以较好地进行图像插值的
。

关键词 图像插值
、

插值基函数
、

小波
、

信息累积

少和插值误差小的双重特点
。

引 言
� 图像插值的数学表示

图像插值在许多数字图像的应用 中都起着很重

要的作用 ���
。

这些应用包括
�

为适应特殊显示设备而

进行 图像分辨率的转换
�
为使用户专注于图像的某

个细节或获得 图像的整体概貌而进行 图像的放缩
�

为使图像的存储和传输效率提高而进行图像的压缩

和 重建 �为进行 图像几何 变换而进行 图像 的重采

样
�
等等

。

图像插值就是从数字化的离散图像得到图像的

挂续表示
，

即用 已知的邻近像元来计算未知点处的

像元值
。

这种邻近
一

可以是未知点处的某个小 的邻

域
，

也可 以大到整幅图像
。

计算一般采用邻近像元

值的加权平均
，

且这种加权平均可 以表现为信号的

离散化采样 与插值基函数之间的卷积
。

用以插值的

基 函数通常有
�

矩形 函数
、

三角形 函数
、

钟形 函

数
、

三次 �样条函数及 ���� 函数 ��一��
。

对于插值基

函数的不 同选择会获得不同的插值效果
，

会有不 同

的插值误差
，

也会需要不同的计算量
。

小波理论是近年来兴起的一种崭新的时�空�一

频分析理论 ���
。

小波 函数具有时 �空�域和频率域有

限的窗 口特性及时 �空�一频窗的可随意选择性
。

小

波的这些双窗 口特性使得它在信号分析和图像分析

中应用十分广泛
。

本文正是应用小波的这些性质把

小波作为插值基函数进行图像插值的
。

本文的实验

也表明
，

应用小波 函数作为插值基 函数会有计算量

对数字图像进行插值的一般公式为
�

� �

��。 �一 艺艺����
，

劝
·

���
，，

戈
，

劝 ���
�� �� � �

其中���，
，

劝为数字化的离散图像
，

大小为� �二�，

���，力为图像插值 的结果
，
���

，
夕

，

��，劝为插值基 函

数
。

对于均匀采样的信 号
，

插值的过程对应在频域

就是把因采样而引人信号频谱的周期性高频成分过

滤去的过程
。

因此
，

插值过程也是一种滤波过程
，

插

值基函数也就是一种滤波器了
。

对于线性二维时不

变的系统
，

插值基函数可采用形式 ��� 一 朴� 一劝或

�办 一 劝
’

州 � 一劝
，

也就是进行图像空间域的一般

卷积或横纵向可分离卷积
�

了怀力
一

互乏
、

厂怀劝
·

叮一 劝
·

州 � 一劝 ���
� 一 �了 一 �

插值基函数的选择有许多种
，

如矩形函数 ��阶

�样条�
、

三角形函数 �一阶 �样条�
、

钟形函数 �二阶

�样条�
、

三阶 �样条 �图 �
���等空 间域有限但插

值误差较大的函数
，

和 ���� 函数 �图 ���等插值误差

趋于 �但空间域无限的函数
。

对空间域有限的基函

数
，

计算时参予的邻近点少
，

计算量小
，

其插值误差

随函数阶次升高而降低
。

但样条函数阶次再高便会

引起 曰���现象
，

起伏较大
、

不稳定
，

因而高于三次
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的 �样条也一般不使用
。

采用 ���� 函数的最大弱点

在于计算量大
，

而截断又会引起误差的出现
。

����

函数对应频域的矩形 函数
，

因而也可采用频域滤波

���矩形 函 数
���三角形 函 数

图� 两个一维小波函数的波形

��
�

� ��� ��������
� ����� ����������� �������

���钟形 函数 ���三 阶 �样条

������� 函数

图� 一些基本的一维插值基函数的波形

��
�

� ���� ���刁���
�����习 ����月洲〕�曲�� ���������

方法实现
，

但 ���和 �����
，

的计算量 比用 ����本身的

计算量会更大
。

使插值计算量减少
，

又使插值误差很小
，

是插值

基函数选择缺一不可的两个标准
。

使插值计算量减

少的办法是选择能很快衰减到零的或值域非零的范

围小的插值基 函数
，

也就是选择使参与卷积的信号

采样点尽量少的插值基函数
。

插值的误差则取决于

原信号或图像的性质
，

这只能假定原信号带限
、

能量

有限
、

等等
。

对于 ��
，

不间隔均匀采样的信号
，

若插值基函数

�
二

���及 气伽�只在 ���� ����
，

�川 ‘ 凡不内非零
，

则对

二维信号 �数字图像�在 �� 一 ��习 ‘ ����
，

�� 一 巧习
‘ 不��内进行插值的数学表示一般为

�

。 十 气 飞 � 气

小波 函数是一些在时 �空�一频域都有限 �或衰

减足够快�的函数
，

它具有 明显的双窗 口 特性
。

同

时
，

通过放缩
、

平移 又可生成一系列 的小波 函 数

簇
�

、 �

�。 一
。 �一��早�

。 ，。 。 尺 。 ， � ���
‘

� 口 �

适 当选择尺度 因子 “ 和平移因子 �两个参数可

以很方便地选择小波函数的时�空�一频窗 口 的宽度

和频率窗 口 的中心频率位置
，

���越小
，

则时宽越小
、

频宽越大
、

频窗向高频方向移动越远
。

用小波函数簇可定义小波变换
�

�、 ���
，

�� 一

丁…沙
·

��，�����

一厂
’ �’

丁…�、 �。
·

，
�宁�

�才 ���

设 、 ��� 一 ���一 、�韵
，

则
��，��。 一 ����。 一 。

。

���，力 一

艺 艺
� � � 一 气 了 二 �， 一

气
·

�
二

�� 一 人�
’

��不
，

���

���� 一芯�

可见
，

小波变换本质上是把小波 函数作为带通

滤波器进行滤波
，

并把原始信号分解为一系列频带

上的信号
。

对于低频尺度而言
，

其小波变换所得之

分量为低通信号分量
。

而与小波变换相对应的小波反变换则是从分解

到各频带上信号进行原始信号的重构
�

�，� ，�。 一

乡�
‘ “

�
‘ ’
�叽���

· ，”�

七 孕� 一 �� � 一 ��

� 小波函数及小波变换 ·

、
，

六

�。
去
�二 ��

���

如果一个函数州��满足

、�声、，户
苦

�
‘，�了、了�、�州���

“
�� � ��

�讽训
� ·

回
一 ’�
一

�， � ��

其中
，

毋�动 为价���的 ��
�����变换

，

则诚��就是一个基

本小波函数�图 ��
。

如果缺少高频尺度下的信号分量或一个信号是

带宽有限的信号
，

则可认为该带宽频带以外的小波

分量都为零
，

对该信号进行相应频窗的小波反变换

所得到的连续信号也就可认为是对该信号的插值
。

事实上
，

小波的频窗特性是对 ���� 函数的矩形频窗

的一种很好的近似
，

同时由于其时窗特性使插值过

程的计算量 比 ���� 函数要小得多
。

︸﹃﹃﹃
﹃

�
口﹃

�
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把图像看作二维信 号并分别对其进行 �，
夕两个方

向的小波变换即可很容易得到图像的小波变换和小

波反变换公式
。

也同样
，

如果一幅图像是空间频率有

限的二维信 号
，

对该图像进行相应频窗的小波反变换

所得到的二维连续信号就可 认为是对该图像进行的

插值
。

这也是本文基于小波的图像插值的基本原理
。

用小波 函数进行插值
，

显然具有的 �空�域有限

�即计算量小�且插值误差小的双重特点
，

是进行插

值基函数的一种较理想的选择
。

� 用于多幅图像信息累积的插值

全可 以通过滤波来重建原信号
，

从而可以很好地解

决辐照度差异 问题
。

如果 “ ���很平滑
，

高频成分较

小
，

或����的频谱在
二 ��带宽外的高频成分很小

，

则

通过滤波也是可 以较好地解决辐照度差异问题的
。

解决同名点之 间相对空 间位置的不确定性 问

题
，

可 以采用使同名点之间的相对空 间位置差异尽

量减小的办法
。

但这 已是一个非等间隔采样重建的

问题
，

用一般插值方法较为复杂���
。

如果把每一图像

通过插值放大到足够大
，

再把纠正好的所有 图像揉

合在一起 �像元相 问插人�
，

然后对插补好的图像进

行滤波和重采样
，

则 可达到减小图像间同名点空间

位置差异的目的
。

以一维信 号����的 �次 �间隔采

样为例 �对二维的数字图像
，

已 经过了图像配准和几

何纠正�
，

其插值过程为
�

公把所有 �次样本人
‘” ��

�����一 �
，

�
，

一
�‘ ��

� �
，
士 �

，
士 �

，

…�分别插值放大 �� “ � ��倍
，

使其

采样间隔缩小
。
倍

，

变为 ��。 �

刀汉�
������� 二 �

，

�，

…
，

�� �
。
� �

，
士 �

，
士 �

， …�
。

② 把 经 插 值 放 大 的 结 果 揉 合 �相 间 插 人�
�

��
�，��

�了��的 �大
‘�，���

����
·

������
·

�表示实数取

整
��一 �����从 �。 一 �

，
士 �

，
土 �

， …�
。

此时
，

其采

样间隔相 当于 ����� 可见
， �
�
� � ��愈大

，

相间插

人就使得同名点之间的相对空间位置差异愈小
。

③把相 间插人的结果经过滤波 �时域卷积����
�厂

�� � ��并以 ���间隔重采样
�

厂火几��的��� �

�
，
士 �

，
士 �

，

…�
。

在此结果中
，

信息得到了累积和

揉合
。

如用小波作为插值基 函数进行插值 �小波反变

换�和用小波作为滤波函数进行滤波 �小波变换�
，

其

操作过程如图 �
。

息积果像信累结图

对同一 目标得到的不同角度
、

不同分辨率或不

同位置的图像一定含有一些 日标物空间互不包含的

信息
。

如能把这些不同条件下获得的图像进行空间

信息的累积和揉合
，

那对于 目标物详细空间信息的

获取是十分有意义的
。

如果把一些在不同条件下得到的图像相互之间

配准且进行相应的儿何纠正
，

则可认为这些图像之

间的空间信息差异发生在所有同名点 �经纠正 图像

的相同坐标点�附近
，

信息的累积和揉合也将在这些

同名点及附近像元之 间进行
。

但是
，

这种信息的累

积存在两个问题
�

一是图像之间辐照度有差异
，

二是

同名点之间的相对空间位置有一定的不确定性
。

解决辐照度差异问题可用图像灰度直方图相互

匹配法
，

但在图像之间辐照度差异的空间分布严重

不均匀时
，

直方 图的匹配正如直方图均衡不能使所

有细节都增强一样也不能较好地解决这个问题
。

如

果先不管其辐照度差异而采用一般图像插值方法直

接进行图像插值和 图像揉合
，

然后再进行滤波 以去

掉辐照度差异引起的高频成分
，

这样就 可以得到较

满意的结果
。

事实上
，

假 设对一维信 号����的 �次数字化采

样为 ��
·

��乙
、 � �乃

，

其 中
，
�� �

，
�

，
�

，

…
，
���� �

，

士 �
，
士 �

，

… �气为一表达各次采样辐照度差异的正

常数 �
氏的取值范围为 一 ��� � 占、 ‘ ���

，

表示各

次采样之间同名点处的位置不确定性
。

如果把辐照

度差异看成是与信 号位置有关的数值
，

则 可表示为

采样位置的函数气 一 ��氏� ���
。

显然
，
����是一个

周期为 �的周期 函数
，

对应频谱为间隔 �二 ��的离

散化谱线
。

由于 ���� �厂��� 的频潜为 ���� 和
�

厂��� 的

��
�����变换的卷积

，

有辐照度差异的信号的频谱将

以 �二 ��为周期重复
，

但各周期能量相异
。

只要 厂���

的带宽在 二 ��以下
，

该谱便不会发生混叠
，

也就完

图� 基于小波的多幅图像插值和信 自
、

累积过程

肠�
�

� ������
����� ������������ ������卜����

�

一����� ����� �� ��������

� 实验与分析

为验证上述方法的正确性和有效性
，

本文采用

由法 国 ����提供的 �幅 ������多角度遥感 图

像进行 了 图像插值实验
。

获得该组数据的飞行高
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�
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如用小波作为插值基 函数进行插值 �小波反变

换�和用小波作为滤波函数进行滤波 �小波变换�
，

其

操作过程如图 �
。

息积果像信累结图

对同一 目标得到的不同角度
、

不同分辨率或不

同位置的图像一定含有一些 日标物空间互不包含的

信息
。

如能把这些不同条件下获得的图像进行空间

信息的累积和揉合
，

那对于 目标物详细空间信息的

获取是十分有意义的
。

如果把一些在不同条件下得到的图像相互之间

配准且进行相应的儿何纠正
，

则可认为这些图像之

间的空间信息差异发生在所有同名点 �经纠正 图像

的相同坐标点�附近
，

信息的累积和揉合也将在这些

同名点及附近像元之 间进行
。

但是
，

这种信息的累

积存在两个问题
�

一是图像之间辐照度有差异
，

二是

同名点之间的相对空间位置有一定的不确定性
。

解决辐照度差异问题可用图像灰度直方图相互

匹配法
，

但在图像之间辐照度差异的空间分布严重

不均匀时
，

直方 图的匹配正如直方图均衡不能使所

有细节都增强一样也不能较好地解决这个问题
。

如

果先不管其辐照度差异而采用一般图像插值方法直

接进行图像插值和 图像揉合
，

然后再进行滤波 以去

掉辐照度差异引起的高频成分
，

这样就 可以得到较

满意的结果
。

事实上
，

假 设对一维信 号����的 �次数字化采

样为 ��
·

��乙
、 � �乃

，

其 中
，
�� �

，
�

，
�

，

…
，
���� �

，

士 �
，
士 �

，

… �气为一表达各次采样辐照度差异的正

常数 �
氏的取值范围为 一 ��� � 占、 ‘ ���

，

表示各

次采样之间同名点处的位置不确定性
。

如果把辐照

度差异看成是与信 号位置有关的数值
，

则 可表示为

采样位置的函数气 一 ��氏� ���
。

显然
，
����是一个

周期为 �的周期 函数
，

对应频谱为间隔 �二 ��的离

散化谱线
。

由于 ���� �厂��� 的频潜为 ���� 和
�

厂��� 的

��
�����变换的卷积

，

有辐照度差异的信号的频谱将

以 �二 ��为周期重复
，

但各周期能量相异
。

只要 厂���

的带宽在 二 ��以下
，

该谱便不会发生混叠
，

也就完

图� 基于小波的多幅图像插值和信 自
、

累积过程

肠�
�

� ������
����� ������������ ������卜����

�

一����� ����� �� ��������

� 实验与分析

为验证上述方法的正确性和有效性
，

本文采用

由法 国 ����提供的 �幅 ������多角度遥感 图

像进行 了 图像插值实验
。

获得该组数据的飞行高
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是
�

图像的空间分辨率经插值后是否得到了提高�

如果是
，

提高到了什么程度� 另外
，

如果考虑原始图

像中的点扩散函数问题或图像退化问题
，

在图像插

值过程中如何消除其影响� 这些问题有待进一步探

讨
。

��
，

�������
�

� 崔锦泰 �程正兴译�
�

小波分析 导论
�

西安
�

西安交通大学出

版社
，
����

�

� �
�

�
�

���
�

�� ��� ������
一���� �������� �� ���� �

����

���一��� �一�����
�

刀花 �����
�

������艺 角
����

，

��一�
，

��
�

�

����
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